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محسن‌هوشمند
هدانشکده‌تکنولوژی‌اطلاعات‌و‌علم‌رایان

ه‌زنجاندانشگاه‌تحصیلات‌تکمیلی‌علوم‌پای



شرایط‌بهینگی‌بیشینه‌سازی‌نامقید

محلی‌ضعیفبیشینه‌قضیة‌شروط‌لازم‌
۱الف‌:𝛻𝑓 𝒙∗ = نقطه‌مانا0

۲الف‌:𝛻2𝑓 𝒙∗منفی‌نیمه‌معین

قضیة‌شروط‌کافی‌بیشینه‌محلی‌قوی
۱ب‌:𝛻𝑓 𝒙∗ = 0

۲ب‌:𝛻2𝑓 𝒙∗منفی‌معین



شرایط‌بهینگی‌کمینه‌سازی‌نامقید

قضیة‌شروط‌لازم‌کمینه‌محلی‌ضعیف
۱الف‌:𝛻𝑓 𝒙∗ = نقطه‌مانا0

۲الف‌:𝛻2𝑓 𝒙∗نیمه‌معینمثبت‌

قضیة‌شروط‌کافی‌کمینه‌محلی‌قوی
۱ب‌:𝛻𝑓 𝒙∗ = 0

۲ب‌:𝛻2𝑓 𝒙∗معینمثبت‌



نامقیدبیشینه‌سازی‌شرایط‌بهینگی‌

جهت‌بهینه‌سازی‌نامقید‌صرفا‌شروط‌اول‌و‌دوم‌جهت‌تایید‌نقطه‌بهینه

مقیدبهینه‌سازی‌
افزوده‌شدن‌سربار‌منطقة‌شدنی‌در‌بهینه‌سازی‌مقید‌

لزوم‌واقع‌شدن‌نقطه‌بهینه‌در‌منطقة‌شدنی



شروط‌لازم‌مرتبه‌اول‌ترکیب‌انواع‌قیدها

𝑥∗محلی‌روی‌مجموعه‌مقید‌دارای‌کمینه‌ساز𝑚تساوی‌و‌𝑘نامساوی‌

𝑘و‌(binding)از‌نوع‌قید‌مانع‌ناتساوی‌𝑘0فرض‌تعداد‌ − 𝑘0ناتساوی‌از‌شمار‌قید‌غیرمانع(non binding)

فرض‌ماتریس‌ژاکوبی‌رتبه‌کامل

ℒ 𝒙, 𝜆1, … , 𝜆𝑘 , 𝜇1, … , 𝜇𝑚 = 𝑓 𝒙 −෍

𝑖=1

𝑘

𝜆𝑖 ℎ𝑖 𝒙 − 𝑏𝑖 −෍

𝑖=1

𝑚

𝜇𝑖 𝑔𝑖 𝒙 − 𝑐𝑖

I) 
𝜕ℒ 𝒙∗,𝜆∗,𝜇∗

𝜕𝑥𝑖
= 0, ∀𝑖 ∈ 1, … , 𝑛

II) 𝜆𝑖
∗ ℎ𝑖 𝒙

∗ − 𝑏1 = 0, ∀𝑖 ∈ 1,… , 𝑘

III) 𝑔𝑖 𝒙
∗ = 𝑐𝑖 , ∀𝑖 ∈ 1, … ,𝑚

IV) ℎ𝑖 𝒙
∗ ≥ 𝑏𝑖 , ∀𝑖 ∈ 1, … , 𝑘

V) 𝜆𝑖 ≥ 0, ∀𝑖 ∈ 1,… , 𝑘

(ک‌ک‌ت)

ناتباهیدگینیاز‌به‌توجه‌به‌شرط‌



شروط‌لازم‌مرتبه‌اول‌ترکیب‌انواع‌قیدها

𝒙∗محلی‌روی‌مجموعه‌مقید‌دارای‌بیشینه‌ساز𝑚تساوی‌و‌𝑘نامساوی‌

𝑘و‌(binding)از‌نوع‌قید‌مانع‌ناتساوی‌𝑘0فرض‌تعداد‌ − 𝑘0ناتساوی‌از‌شمار‌قید‌غیرمانع(non binding)

فرض‌ماتریس‌ژاکوبی‌رتبه‌کامل

ℒ 𝒙, 𝜆1, … , 𝜆𝑘 , 𝜇1, … , 𝜇𝑚 = 𝑓 𝒙 −෍

𝑖=1

𝑘

𝜆𝑖 ℎ𝑖 𝒙 − 𝑏𝑖 −෍

𝑖=1

𝑚

𝜇𝑖 𝑔𝑖 𝒙 − 𝑐𝑖

I) 
𝜕ℒ 𝒙∗,𝜆∗,𝜇∗

𝜕𝑥𝑖
= 0, ∀𝑖 ∈ 1, … , 𝑛

II) 𝜆𝑖
∗ ℎ𝑖 𝒙

∗ − 𝑏1 = 0, ∀𝑖 ∈ 1,… , 𝑘

III) 𝑔𝑖 𝒙
∗ = 𝑐𝑖 , ∀𝑖 ∈ 1, … ,𝑚

IV) ℎ𝑖 𝒙
∗ ≤ 𝑏𝑖 , ∀𝑖 ∈ 1, … , 𝑘

V) 𝜆𝑖 ≥ 0, ∀𝑖 ∈ 1,… , 𝑘

KKT(ک‌ک‌ت)



تاثیر‌قید‌و‌محدودیت

Kochenderfer, Mykel J. Wheeler, Tim Allan - Algorithms for optimization-The MIT Press (2019)



تاثیر‌قید‌و‌محدودیت

Kochenderfer, Mykel J. Wheeler, Tim Allan - Algorithms for optimization-The MIT Press (2019)



تاثیر‌قید‌و‌محدودیت

Kochenderfer, Mykel J. Wheeler, Tim Allan - Algorithms for optimization-The MIT Press (2019)



تدوین‌ریاضی‌

کمینه‌سازی‌یا‌بیشینه‌سازی‌تابع‌با‌درنظر‌گرفتن‌قیدهایی‌روی‌متغیرهای‌تابع

𝒙(یا‌مجهول‌ها،‌پارامترها)بردار‌متغیرها‌

𝑓از‌(‌عددی)تابع‌هدف،‌تابعی‌𝒙که‌قصد‌بیشینه‌یا‌کمینه‌کردن‌آن‌را‌داریم

𝑐𝑖توابع‌نمایشگر‌قیدهایی‌شامل‌تساوی‌ها‌و‌نامساوی‌ها‌که‌مقادیر‌𝒙پاسخ‌تابع‌fباید‌آن‌ها‌را‌رعایت‌کنند
max
𝒙∈ℝ𝑛

𝑓(𝒙)

با‌توجه
𝑐𝑖 𝒙 = 0 𝑖 ∈ ℇ
𝑐𝑖 𝒙 ≤ 0 𝑖 ∈ Ι

ℇو‌Ιمجموعه‌اندیس‌های‌قیدهای‌تساوی‌و‌نامساوی



max
𝒙∈ℝ𝑛

𝑓(𝒙)

با‌توجه
𝑔𝑖 𝒙 = 𝑐𝑖 , 𝑖 ∈ ℇ
ℎ𝑖 𝒙 ≤ 𝑏𝑖 , 𝑖 ∈ Ι

min
𝒙∈ℝ𝑛

𝑓(𝒙)

با‌توجه
𝑔𝑖 𝒙 = 𝑐𝑖 , 𝑖 ∈ ℇ
ℎ𝑖 𝒙 ≥ 𝑏𝑖 , 𝑖 ∈ Ι



مجموعه‌فعال‌

𝒜 𝒙 = ℰ ∪ 𝑖 ∈ 𝐼 𝑐𝑖 𝒙 = 0}.



تک‌قید‌تساوی‌

در‌نظر‌گرفتن‌تابعی

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑧

با‌محدودیتی

𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑐

𝑓سطح‌و‌𝑐ثابت‌

𝑔سطح‌ترازی‌از‌سطح‌𝑔(𝑥,𝑦) = 𝑧



گرادیان‌‌ها‌موازی‌یکدیگر

گرادیان‌های‌منحنی‌های‌تراز‌مضربی‌از‌یکدیگر

𝛻𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑘𝛻𝑔 𝑥, 𝑦
𝛻𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝜆𝛻𝑔 𝑥, 𝑦

:برای‌سه‌بعد‌و‌بیشتر
𝛻𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝜆𝛻𝑔 𝑥, 𝑦, 𝑧



روش‌ضرائب‌لاگرانژ

روشی‌قدرتمند‌در‌حل‌مسائل‌بهینه‌سازی‌مقید
بیشینه‌یا‌کمینه‌با‌استفاده‌از‌ضرائب‌لاگرانژ‌یافت‌می‌شود

.‌‌یافتن‌حجم‌بیشینة‌جعبه‌ای‌با‌قید‌اینکه‌هزینة‌خرید‌ماده‌ثابت‌باشد



تابع‌لاگرانژ

ℒ 𝒙, 𝜆1 = 𝑓 𝒙 − 𝜆1[𝑔 𝒙 − c]

𝛻𝒙ℒ 𝒙∗, 𝜆1
∗ = 0

شرط‌لازم‌مرتبه‌اول



قضیه‌لاگرانژ

𝑓و‌𝑔به‌طوری‌که‌.توابعی‌مشتق‌‌پذیر‌هستند𝑓دارای‌نقطه‌اکسترمم‌در‌(𝒙∗)بر‌سطح‌منحنی‌𝑔(𝒙) = 𝑐
𝛻𝑔اگر‌.است 𝒙∗ ≠ 𝛻𝑓وجود‌دارد‌به‌طوری‌که‌𝜆،‌آن‌گاه‌عدد‌0 𝒙∗ = 𝜆𝛻𝑔 𝒙∗.

𝜆خوانندلاگرانژرا‌ضریب‌.



مثال

𝑀𝑎𝑥 𝑓 𝑥, 𝑦 = 4𝑥𝑦

𝑔 𝑥, 𝑦 =
𝑥2

32
+

𝑦2

42
= 1

حل

𝛻𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝜆𝛻𝑔 𝑥, 𝑦

⟹ 4𝑦𝒊 + 4𝑥𝒋 = 𝜆
2𝑥

9
𝒊 + 𝜆

𝑦

8
𝒋

⟹

4𝑦 = 𝜆
2𝑥

9

4𝑥 = 𝜆
𝑦

8

𝑥2

32
+

𝑦2

42
= 1

𝜆 =
18𝑦

𝑥

انشینیج
4𝑥 = 𝜆

𝑦

8

4𝑥 = 𝜆
𝑦

8
=

18𝑦

𝑥

𝑦

8
⟹ 4𝑥 =

9𝑦2

4𝑥

⟹
𝑥2

9
=

𝑦2

16

𝑥2

32
+

𝑦2

42
= 1 ⟹

𝑦2

16
+

𝑦2

16
= 1

⟹ y = 2 2 ⟹ x =
3 2

2

⟹ 𝑓𝑚𝑎𝑥 = 24



۲مثال‌
𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧

𝑥2 + 2𝑦2 + 4𝑧2 = 1

𝑔 𝑥, 𝑦 = 𝑥2 + 2𝑦2 + 4𝑧2

𝛻𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝜆𝛻𝑔 𝑥, 𝑦

⟹ 𝒊+ 2𝒋 − 2𝒌 = 𝜆 2𝑥𝒊 + 4𝑦𝒋 + 8𝑧𝒌

⟹

1 = 2𝑥𝜆 → 𝑥 =
1

2𝜆

2 = 4𝑦𝜆 → 𝑦 =
1

2𝜆

−2 = 8𝑧𝜆 → 𝑧 = −
1

4𝜆

𝑥2 + 2𝑦2 + 4𝑧2 = 1

1

2𝜆

2
+ 2

1

2𝜆

2
+ 4(−

1

4𝜆
)2= 1 ⟹ 𝜆 = ±1

⟹ ቊ
𝜆 = 1 → 𝑥 = 0.5, 𝑦 = 0.5, 𝑧 = −.25

𝜆 = −1 → 𝑥 = −0.5, 𝑦 = −0.5, 𝑧 = .25

⟹ ൝
𝜆 = 1 → 𝑓 0.5, 0.5, −.25 = بیش2

𝜆 = −1 → 𝑓 −0.5, −0.5, . 25 = −2 کم



(شکست‌نور)قانون‌اسنل‌

رین‌زمان‌نور‌هنگام‌گذر‌از‌محیط‌شفافی‌به‌محیط‌شفاف‌دیگر‌در‌سطح‌محیط‌دوم‌خم‌می‌‌شود‌تا‌مسیری‌با‌کمت
را‌طی‌کند

قانون‌شکست‌اسنل

قانون‌شکست‌نور

sin 𝜃1

𝜈1
=

sin 𝜃2

𝜈2



(شکست‌نور)قانون‌اسنل‌

رین‌زمان‌طح‌محیط‌دوم‌خم‌می‌‌شود‌تا‌مسیری‌با‌کمتسنور‌هنگام‌گذر‌از‌محیط‌شفافی‌به‌محیط‌شفاف‌دیگر‌در‌
را‌طی‌کند

سرعت‌نور‌در‌دو‌محیط‌𝜈2و‌𝜈1:‌فرض

Q:𝑑1تا‌Pفاصله‌از‌
2 + 𝑥2 + 𝑑2

2 + 𝑦2

سرعت‌برابر‌با‌مسافت‌تقسیم‌بر‌زمان،‌پس‌

𝑇 𝑥,𝑦 =
𝑑1
2+𝑥2

𝜈1
+

𝑑2
2+𝑦2

𝜈2

با‌قید‌𝑔(𝑥,𝑦) = 𝑥 + 𝑦 = 𝑎



(شکست‌نور)قانون‌اسنل‌

𝑇 𝑥,𝑦 =
𝑑1
2+𝑥2

𝜈1
+

𝑑2
2+𝑦2

𝜈2

𝑔(𝑥,𝑦)با‌قید‌ = 𝑥 + 𝑦 = 𝑎

𝛻𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝜆𝛻𝑔 𝑥, 𝑦

⟹
𝑥

𝜈1 𝑑1
2+𝑥2

𝒊 +
𝑦

𝜈2 𝑑2
2+𝑦2

𝐣 = 𝜆𝒊 + 𝜆𝒋 ⟹

𝑥

𝜈1 𝑑1
2+𝑥2

𝑦

𝜈2 𝑑2
2+𝑦2

=
𝜆
𝜆



(شکست‌نور)قانون‌اسنل‌

𝑇 𝑥,𝑦 =
𝑑1
2+𝑥2

𝜈1
+

𝑑2
2+𝑦2

𝜈2

𝑔(𝑥,𝑦)با‌قید‌ = 𝑥 + 𝑦 = 𝑎

𝛻𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝜆𝛻𝑔 𝑥, 𝑦

⟹

𝑥

𝜈1 𝑑1
2+𝑥2

𝑦

𝜈2 𝑑2
2+𝑦2

=
𝜆
𝜆

⟹

𝑥

𝜈1 𝑑1
2+𝑥2

= 𝜆

𝑦

𝜈2 𝑑2
2+𝑦2

= 𝜆

𝑥 + 𝑦 = 𝑎

⟹
𝑥

𝜈1 𝑑1
2+𝑥2

=
𝑦

𝜈2 𝑑2
2+𝑦2



(شکست‌نور)قانون‌اسنل‌

𝑥

𝜈1 𝑑1
2+𝑥2

=
𝑦

𝜈2 𝑑2
2+𝑦2

sin 𝜃1 =
𝑥

𝑑1
2+𝑥2

sin 𝜃2 =
𝑦

𝑑2
2+𝑦2

⟹
sin 𝜃1

𝜈1
=

sin 𝜃2

𝜈2



۴مثال‌

𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2 = 8

𝑔 𝑥, 𝑦 = 𝑥2 + 𝑦2

𝛻𝑓 𝑥, 𝑦 = 𝜆𝛻𝑔 𝑥, 𝑦

2x + y 𝐢 + (2y + x)𝐣 = 𝜆 2x𝐢 + 2y𝐣

⟹ ൞

2x + y = 𝜆 2x → 𝑦 = 2𝜆𝑥 − 2𝑥 → 𝑦 = 2𝑥 𝜆 − 1 ∗

2y + x = 𝜆 2y → 𝑥 = 2𝜆𝑦 − 2𝑦 → 𝑥 = 2𝑦 𝜆 − 1 →
∗
𝑥 = 2 2𝑥 𝜆 − 1 𝜆 − 1

𝑥2 + 𝑦2 = 8

𝑥 = 4𝑥 𝜆 − 1 2 → 𝑥 4 𝜆 − 1 2 − 1 = 0൞

𝑥 = 0 امعتبرن

4 𝜆 − 1 2 − 1 = 0 → ቊ
𝜆 = 1.5 → 𝑦 = 𝑥
𝜆 = 0.5 → 𝑦 = −𝑥



𝜆 = 1.5 ⟹ 𝑦 = 𝑥 ⟹ 𝑥2 + 𝑦2 = 8 ⟹ 𝑥2 + 𝑥2 = 8 ⟹ ቊ
𝑥 = 2, 𝑦 = 2

𝑥 = −2, 𝑦 = −2

𝜆 = 0.5 ⟹ 𝑦 = −𝑥 ⟹ 𝑥2 + 𝑦2 = 8 ⟹ 𝑥2 + 𝑥2 = 8 ⟹
𝑥 = 2, 𝑦 = −2
𝑥 = −2, 𝑦 = 2

ቋ
𝑓 2,2 = 12

𝑓 2,−2 = 12
بیش

ቋ
𝑓 −2,2 = 4

𝑓 −2,−2 = 4
کم



چند‌قید‌تساوی‌

در‌نظر‌گرفتن‌تابعی

𝑓(𝒙) = 𝑧

با‌محدودیت‌های

𝑔۱ 𝒙 = 𝑐۱

𝑔۲(𝒙) = 𝑐۲
𝑐۱و‌𝑐۲ثابت‌

gسطح‌ترازی‌از‌سطح‌𝑔(𝒙) = 𝑧



چند‌قید‌تساوی‌

𝑓(𝒙) = 𝑧

𝑔۱ 𝒙 = 𝑐۱

𝑔۲(𝒙) = 𝑐۲

ℒ 𝒙, 𝝀 = 𝑓 𝒙 − 𝜆1[𝑔۱ 𝒙 − 𝑐۱] − 𝜆۲[𝑔۲ 𝒙 − 𝑐۲]

𝛻𝑓 𝑥 = 𝜆1𝛻𝑔۱ 𝒙 + 𝜆2𝛻𝑔2 𝒙

𝛻𝑓 𝑥 = 𝜆. 𝛻𝑔(𝑥)

ൠ
𝑔 𝑥 = 𝑐
𝜆 > 0

⟹ 𝑔 𝑥 − 𝑐 𝜆 = 0



چند‌قید‌تساوی‌

ℒ 𝒙, 𝝀 = 𝑓 𝒙 − 𝜆1[𝑔۱ 𝒙 − 𝑐۱] − 𝜆۲[𝑔۲ 𝒙 − 𝑐۲]

𝛻𝑓 𝒙 =𝜆۱𝛻𝑔۱ 𝒙 +𝜆۲𝛻𝑔۲ 𝒙 = 𝜆۱, 𝜆۲

𝝏𝑔۱
𝝏𝑥۱

𝝏𝑔۱
𝝏𝑥۲

𝝏𝑔۲
𝝏𝑥۱

𝝏𝑔۲
𝝏𝑥۲

⟹

𝝏𝑓

𝝏𝑥۱
𝝏𝑓

𝝏𝑥۲

= 𝜆۱, 𝜆۲

𝝏𝑔۱
𝝏𝑥۱

𝝏𝑔۱
𝝏𝑥۲

𝝏𝑔۲
𝝏𝑥۱

𝝏𝑔۲
𝝏𝑥۲



چند‌قید‌تساوی‌

m قید‌و‌n متغیر

⟹

𝝏𝑓

𝝏𝑥۱
⋮
𝝏𝑓

𝝏𝑥𝑛

= [𝜆۱, … , 𝜆𝑚]

𝝏𝑔۱
𝝏𝑥۱

⋯
𝝏𝑔۱
𝝏𝑥𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝝏𝑔𝑚
𝝏𝑥1

⋯
𝝏𝑔𝑚
𝝏𝑥𝑛

شرط‌ناتباهیدگی
رتبه‌m



چند‌قید‌تساوی

⟹

𝝏𝑓

𝝏𝑥۱
⋮
𝝏𝑓

𝝏𝑥𝑛

= [𝜆1, … , 𝜆𝑚]

𝝏𝑔۱
𝝏𝑥۱

⋯
𝝏𝑔۱
𝝏𝑥𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝝏𝑔𝑚

𝝏𝑥1
⋯

𝝏𝑔𝑚

𝝏𝑥𝑛

ℒ 𝒙, 𝝀 = ℒ 𝑥۱, … , 𝑥𝑛, 𝜆۱, … , 𝜆𝑚

= 𝑓 𝑥۱, … , 𝑥𝑛 − σ𝑖=۱
𝑚 𝜆𝑖 𝑔𝑖 𝑥۱, … , 𝑥𝑛 − 𝑐𝑖

:شروط‌لازم‌جهت‌بیشینه‌بودن

𝜕ℒ

𝜕𝑥۱
= 0,… ,

𝜕ℒ

𝜕𝑥𝑛
= 0

𝜕ℒ

𝜕𝜆۱
= 0,… ,

𝜕ℒ

𝜕𝜆𝑚
= 0



مثال

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑦𝑧

𝑔۱ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≡ 𝑥2 + 𝑦2 = 1

𝑔2 𝑥, 𝑦, 𝑧 ≡ 𝑥 + 𝑧 = 1

ماتریس‌ژاکوبی:حل
2𝑥 2𝑦 0

1 0 1

𝑥اگر‌و‌فقط‌اگر‌۱رتبه‌ = 𝑦 = 0
ممکن‌نیست

نادیده‌گیری‌شرط‌اول

و‌ناتباهیده۲پس‌رتبه‌

ℒ 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜆1, 𝜆2 = 𝑥𝑦𝑧 − 𝜆1(𝑥
2 + 𝑦2 − 1) − 𝜆2(𝑥 + 𝑧 − 1)



ادامه-مثال

ℒ 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜆1, 𝜆2 = 𝑥𝑦𝑧 − 𝜆1 𝑥2 + 𝑦2 − 1 − 𝜆2 𝑥 + 𝑧 − 1

𝜕ℒ

𝜕𝑥
= 𝑦𝑧 − 2𝜆1𝑥 − 𝜆2 = 0

𝜕ℒ

𝜕𝑦
= 𝑥𝑧 − 2𝜆1𝑦 = 0

𝜕ℒ

𝜕𝑧
= 𝑥𝑦 − 𝜆2 = 0

𝜕ℒ

𝜕𝜆۱
= 𝑥2 + 𝑦2 − 1 = 0

𝜕ℒ

𝜕𝜆𝑚
= 𝑥 + 𝑧 − 1 = 0

𝜆۱ =
𝑥𝑧

2𝑦
, 𝜆2 = xy

𝑦𝑧 − 2
𝑥𝑧

2𝑦
𝑥 − xy = 0

1 − 𝑥2 1 − 𝑥 − 𝑥2 1 − 𝑥 − 𝑥 1 − 𝑥2 = 0

1 − 𝑥 [1 − 3𝑥2 − 𝑥] = 0 ⟹ ቊ
1 − 𝑥 = 0

1 − 3𝑥2 − 𝑥 = 0

𝑥 = 1

𝑥 =
−1 + 13

6

−1 − 13

6



تک‌قید‌نامساوی

max
𝒙∈ℝ𝑛

𝑓(𝒙)

با‌توجه
ℎ 𝒙 ≤ 𝑏

𝛻𝑓 𝑥 = 𝜆𝛻ℎ 𝑥

ൠ
ℎ 𝑥 = 𝑏
𝜆 > 0

⟹ ℎ 𝑥 − 𝑏 𝜆 = 0



max
𝒙∈ℝ𝑛

𝑓(𝒙)

با‌توجه
ℎ 𝒙 ≤ 𝑏

داخل‌ناحیه‌قید‌نامساوی«‌بیشینه‌بدون‌محدودیت»
قید‌غیرمانع

تک‌قید‌نامساوی

𝛻𝑓 𝑥 = 0
𝛻𝑓 𝑥 = 0. 𝛻ℎ(𝑥)

ൠ
ℎ 𝑥 ≤ 𝑏
𝜆 = 0

⟹ ℎ 𝑥 − 𝑏 𝜆 = 0



max
𝒙∈ℝ𝑛

𝑓(𝒙)

با‌توجه
ℎ 𝒙 ≤ 𝑏

خارج‌از‌ناحیه‌قید‌نامساوی«‌بیشینة‌بدون‌محدودیت»
قید‌مانع
ℎ 𝑥 − 𝑏 = 𝜆و‌0 ≥ 0

داخل‌ناحیه‌قید‌نامساوی«‌بیشینه‌بدون‌محدودیت»
(فارغ‌یا‌کم)قید‌غیرمانع
ℎ 𝑥 − 𝑏 ≤ 𝜆و‌0 = 0

شروط‌کمبود‌متمم⟸
ℎ 𝑥 − 𝑏 𝜆 = 0

فارغ‌از‌مانع‌بودن‌یا‌نبودن⟸
𝜆 ≥ 0

ℎ 𝑥 ≤ 𝑏

تک‌قید‌نامساوی



max
𝒙∈ℝ𝑛

𝑓(𝒙)

با‌توجه
ℎ 𝒙 ≤ 𝑏
ℒ 𝒙, 𝜆 = 𝑓 𝒙 − 𝜆 𝑔 𝒙 − 𝑏

𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝑥𝑖
=

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
− 𝜆

𝜕𝑔 𝒙

𝜕𝑥𝑖
= 0, ∀𝑖 = 1,… , 𝑛

𝜆
𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝜆
= 𝜆[𝑔 𝒙 − 𝑏] = کمبود‌مکمل‌0

𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝜆
= 𝑔 𝒙 − 𝑏 ≤ قید‌اصلی0

𝜆 ≥ 0

شروط‌لازم‌مرتبه‌اول‌تک‌قید‌نامساوی



چند‌قید‌نامساوی

max
𝒙∈ℝ𝑛

𝑓(𝒙)

با‌توجه
ℎ1 𝒙 ≤ 𝑏1
ℎ2 𝒙 ≤ 𝑏2
ℎ3 𝒙 ≤ 𝑏3 𝛻𝑓 𝑥 = 𝜆1𝛻ℎ۱ 𝒙 + 𝜆2𝛻ℎ2 𝒙 + 𝜆3𝛻ℎ3 𝒙

𝛻𝑓 𝑥 = 𝜆. 𝛻ℎ(𝑥)

ቋ
ℎ1 𝑥 = 𝑏1
𝜆1 > 0

⟹ ℎ1 𝑥 − 𝑏1 𝜆1 = 0

ቋ
ℎ2 𝑥 = 𝑏2
𝜆2 > 0

⟹ ℎ2 𝑥 − 𝑏2 𝜆2 = 0

ቋ
ℎ3 𝑥 ≤ 𝑏3
𝜆3 = 0

⟹ ℎ3 𝑥 − 𝑏3 𝜆3 = 0



قید‌نامساویشروط‌لازم‌مرتبه‌اول‌چند‌

ℒ 𝒙, 𝜆 = 𝑓 𝒙 − 𝜆 ℎ 𝒙 − 𝑏

𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝑥1
= 0,… ,

𝜕ℒ 𝒙,𝜆

𝜕𝑥𝑛
= 0

𝜆1 ℎ1 𝒙 − 𝑏1 = 0,… , 𝜆𝑘 [ℎ𝑘 𝒙 − 𝑏𝑘] = 0

ℎ1 𝒙 ≤ 𝑏1, … , ℎ𝑘 𝒙 ≤ 𝑏𝑘

𝜆1 ≥ 0,… , 𝜆𝑘 ≥ 0

max
𝒙∈ℝ𝑛

𝑓(𝒙)

با‌توجه
ℎ1 𝒙 ≤ 𝑏1

⋮
ℎ𝑘 𝒙 ≤ 𝑏𝑘



ترکیب‌انواع‌قیدها

max 𝑓 𝑥۱, … , 𝑥𝑛

𝑔1 𝑥۱, … , 𝑥𝑛 = 𝑐1, … , 𝑔𝑚 𝑥۱, … , 𝑥𝑛 = 𝑐𝑚

ℎ1 𝑥۱, … , 𝑥𝑛 ≤ 𝑏1, … , ℎ𝑘 𝑥۱, … , 𝑥𝑛 ≤ 𝑏𝑘



شروط‌لازم‌مرتبه‌اول‌ترکیب‌انواع‌قیدها

𝒙∗محلی‌روی‌مجموعه‌مقید‌دارای‌بیشینه‌ساز𝑚تساوی‌و‌𝑘نامساوی‌

𝑘و‌(binding)از‌نوع‌قید‌مانع‌ناتساوی‌𝑘0فرض‌تعداد‌ − 𝑘0ناتساوی‌از‌شمار‌قید‌غیرمانع(non binding)

فرض‌ماتریس‌ژاکوبی‌رتبه‌کامل

ℒ 𝒙, 𝜆1, … , 𝜆𝑘 , 𝜇1, … , 𝜇𝑚 = 𝑓 𝒙 −෍

𝑖=1

𝑘

𝜆𝑖 ℎ𝑖 𝒙 − 𝑏𝑖 −෍

𝑖=1

𝑚

𝜇𝑖 𝑔𝑖 𝒙 − 𝑐𝑖

I) 
𝜕ℒ 𝒙∗,𝜆∗,𝜇∗

𝜕𝑥𝑖
= 0, ∀𝑖 ∈ 1, … , 𝑛

II) 𝜆𝑖
∗ ℎ𝑖 𝒙

∗ − 𝑏1 = 0, ∀𝑖 ∈ 1,… , 𝑘

III) 𝑔𝑖 𝒙
∗ = 𝑐𝑖 , ∀𝑖 ∈ 1, … ,𝑚

IV) ℎ𝑖 𝒙
∗ ≤ 𝑏𝑖 , ∀𝑖 ∈ 1, … , 𝑘

V) 𝜆𝑖 ≥ 0, ∀𝑖 ∈ 1,… , 𝑘

KKT(ک‌ک‌ت)



شروط‌لازم‌مرتبه‌اول‌ترکیب‌انواع‌قیدها

𝑥∗کمینه‌ساز‌محلی‌روی‌مجموعه‌مقید‌دارای‌𝑚تساوی‌و‌𝑘نامساوی‌

𝑘و‌(binding)ناتساوی‌‌از‌نوع‌قید‌مانع‌𝑘0فرض‌تعداد‌ − 𝑘0ناتساوی‌از‌شمار‌قید‌غیرمانع(non binding)

فرض‌ماتریس‌ژاکوبی‌رتبه‌کامل

ℒ 𝒙, 𝜆1, … , 𝜆𝑘 , 𝜇1, … , 𝜇𝑚 = 𝑓 𝒙 −෍

𝑖=1

𝑘

𝜆𝑖 ℎ𝑖 𝒙 − 𝑏𝑖 −෍

𝑖=1

𝑚

𝜇𝑖 𝑔𝑖 𝒙 − 𝑐𝑖

I) 
𝜕ℒ 𝒙∗,𝜆∗,𝜇∗

𝜕𝑥𝑖
= 0, ∀𝑖 ∈ 1, … , 𝑛

II) 𝜆𝑖
∗ ℎ𝑖 𝒙

∗ − 𝑏1 = 0, ∀𝑖 ∈ 1,… , 𝑘

III) 𝑔𝑖 𝒙
∗ = 𝑐𝑖 , ∀𝑖 ∈ 1, … ,𝑚

IV) ℎ𝑖 𝒙
∗ ≥ 𝑏𝑖 , ∀𝑖 ∈ 1, … , 𝑘

V) 𝜆𝑖 ≥ 0, ∀𝑖 ∈ 1,… , 𝑘

ناتباهیدگینیاز‌به‌توجه‌به‌شرط‌

(ک‌ک‌ت)



نسبت‌قید‌و‌بهینه



قیدهای‌نامساوی

𝑀𝑎𝑥 𝑥1𝑥2

𝑥1
2 + 𝑥2

2 ≤ 5;

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0

تبدیل‌به‌صورت‌استانده

𝑀𝑎𝑥 𝑥1𝑥2

𝑥1
2 + 𝑥2

2 − 5 ≤ 0;

−𝑥1≤ 0,−𝑥2≤ 0



𝑓 𝑥, 𝑦 = 3𝑥 + 4𝑦

𝑔1 𝑥, 𝑦 = 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4

𝑔2 𝑥, 𝑦 = −𝑥 ≤ −1

ℒ 𝑥, 𝑦, 𝜆1, 𝜆2 = 3𝑥 + 4𝑦 − 𝜆1 𝑥2 + 𝑦2 − 4 − 𝜆2 −𝑥 + 1 , 𝜆1, 𝜆2 > 0

𝐼)
𝜕ℒ

𝜕𝑥
= 3 − 2𝜆1𝑥 + 𝜆2 = 0

𝐼𝐼)
𝜕ℒ

𝜕𝑦
= 4 − 2𝜆1y=0

𝐼𝐼𝐼) 𝜆1(𝑥
2 + 𝑦2 − 4) = 0

𝐼𝑉) 𝜆2(−𝑥 + 1) = 0



چند‌ویژگی

ضریب‌لاگرانژ‌فراهم‌کننده‌اطلاعات‌حساسیت‌حول‌نقطه‌بهینه

مشکلات
امکان‌شکست‌زمان𝛻𝑔 𝑥0,𝑦0 = 0

امکان‌نیاز‌به‌جبر‌خطی‌پیچیده‌و‌مشکل‌جهت‌حل‌مسئله



شروط‌بهینگی‌مرتبه‌دوم



شرط‌لازم‌مرتبه‌دوم‌بیشینه

𝒅. 𝛻𝑥𝑥
2 ℒ 𝒙∗, 𝜆∗ . 𝒅 ≤ 0, 𝒅 ∈ Λ(𝒙∗)

Λ(𝒙∗) = {𝒅 ∈ 𝑅𝑛, 𝛻ℎ𝑖 𝒙
∗ 𝑇

. 𝒅 = 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚, 𝑖 ∈ ℐ(𝒙∗)}
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